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3.3 Application f d’un ensemble E dans un ensemble F

Définition 8. Une application f associe a tout élément d’un ensemble F un élément
unique d’un ensemble F.

Notation :
f+F — F

z — f(x)

f(z) s’appelle 'image de x, E est ’ensemble de départ, F' est 'ensemble d’arrivée.
f(E) s’appelle I'image de E. Bien sur, f(F) C F.

Remarque : a toute application f de E dans F correspond la relation binaire définie
dans E x F par son graphe : {(z,f(z));z € E}.

Exemple 1. f est une application de F = {a,b,c,d} vers F' = {w,x,y,z}.

f

Exemple 2. Soit 'application ¢ de R vers R qui fait correspondre & tout nombre réel x
son carré c(z) = x2. Son graphe est {(z,22) | = € R}. On le représente par
la parabole bien connue.

L’image de cest ¢(R) ={x € R | = > 0}.

Soit B une partie de I’ensemble d’arrivée F'. L’image réciproque de B par f est
[7HB)={zeE | [(x)e B}

Exemple 1. f~!({w,r}) =
FH{a =
Exemple 2. Pour la fonction carré c,
cH({25}) =
c ' ([1:4) =

3.4 Injection, surjection, bijection

Définition 9. On dit qu’une application f de E dans F' est une injection si deux éléments
distincts de E ont des images distinctes :

Vz € E, V2’ € E, r#£2 = f(z) # f(2)

Remarque : cela revient a dire : f(z) = f(2') = x = 2'.

Exemple 3. i est une injection de E = {a,b,c} vers F = {w,z,y,z}.
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Par contre, f de 'exemple 1 n’est pas injective car a et ¢ ont la méme image. La
fonction carré non plus, car 3 et —3 ont la méme image.

Définition 10. On dit qu’une application f de E dans F est une surjection si tout
élément de F' admet un antécédent (au moins).

Vye F, 3z e E | f(x)=y

Exemple 4. s est une surjection de E = {a,b,c,d} vers F = {z,y,z}.

Par contre, f de 'exemple 1 n’est pas surjective car y n’a pas d’antécédent. La fonction
carré non plus, car —3 n’a pas d’antécédent.

Définition 11. On dit qu'une application f de E dans F' est une bijection si elle est
injective et surjective.

Exemple 5. h est une bijection de E = {a,b,c,d} vers F = {w,z,y,z}.

3.5 Composition d’applications

Définition 12. Soit f une application de E vers F' et g une application de F vers G.
L’application, notée go f, de E vers G qui a tout = de E associe g(f(z)) est la composée
de f et g.
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E r G

Exemple : considérons

c: R — R ot d: R" — R
z — c(z)=2? r — d(z)=-3z+7
doc: R — R ot cod : R — RT
x +— doc(x) = x +— cod(x)=

On notera que :

— la composée de deux applications injectives est injective;
— la composée de deux applications surjectives est surjective;
— la composée de deux applications bijectives est bijective.

Exercice 3.12. Dire si les diagrammes ci-dessous définissent ou non une application de
lensemble A = {a,b,c} dans 'ensemble B = {x,y,z}.

Exercice 3.13. Soit A = {1,2,3,4,5} et f l'application de A dans A définie par le dia-
gramme :

Déterminer les ensembles suivants : f({1,3,5}), f~1({2,3,4}), f~*({3,5}).

Exercice 3.14. Les applications f, g et ¢ de R dans R définies par f(z) = 23, g(x) = 23—=z,

c(z) = x? sont-elles injectives ? surjectives ? bijectives ?

Exercice 3.15. Questions :
— Une application d’un ensemble de cardinal n vers un ensemble de cardinal p < n
peut-elle étre injective ?
— Une application d’un ensemble de cardinal n vers un ensemble de cardinal p > n
peut-elle étre surjective ?
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Exercice 3.16. Soit f 'application de E dans F' définie par le diagramme ci-dessous.

1. Soit A = {a,b,c} et A" = {a,d,e}.
(a) Déterminer f(A) et f(A).
(b) Comparer f(ANA") et f(A)N f(A).
(¢) Déterminer f(AU A") et f(A)U f(A).
2. Soit B = {1,2} et B’ = {3.4}.
(a) Déterminer f~1(B) et f~1(B').
(b) Déterminer f~1(B)N f~1(B') et f~Y(BNB).
(c) Déterminer f~2(B)U f~1(B') et f~1(BUB’).
3. f est-elle injective ?

4. f est-elle surjective?

Exercice 3.17. Soit g 'application de G dans H définie par le diagramme ci-dessous.

1. Soit C' = {1,2} et O = {1,3}.
(a) Déterminer g(C) et g(C").
(b) Comparer g(C N C") et g(C) N g(C).
(¢) Comparer g(C' UC") et g(C)Ug(C").
2. Soit D ={a,b,c}, D' = {c,d,e}, D" = {b,d}.
(a) Déterminer g—(D), g~ *(D’) et g~1(D").
(b) Déterminer g~ (D) N g~ (D) et g~ (DN D').
(c) Déterminer g~ 1(D)U g~ Y(D') et g Y (DU D).
3. g est-elle injective 7
4. g est-elle surjective ?
Exercice 3.18. Déterminer I'application composée g o f ou f est définie dans ’exercice

3.16 ou g est définie dans ’exercice 3.17.
g o f est-elle injective 7 surjective ?

Exercice 3.19. Soit f 'application de E dans F' et g 'application de F' dans E définies
par les diagrammes ci-dessous.
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1. f est-elle injective ? surjective ?
2. Mémes questions avec g.
3. Mémes questions avec I'application composée g o f.

4. Mémes questions avec I'application composée f o g.

Exercice 3.20. Soit f: I — J définie par f(z) = 2.

1. Donner des ensembles I et J tels que f soit injective mais pas surjective.

2. Donner des ensembles I et J tels que f soit surjective mais pas injective.

3. Donner des ensembles I et J tels que f ne soit ni injective ni surjective.

4. Donner des ensembles [ et J tels que f soit injective et surjective.
Exercice 3.21. Soient f : R — R et g : R — R définies par f(z) = 22 + 32 + 1 et
g(z) =2z — 3.

Trouver les formules permettant de définir les applications composées fog, go f et
folf.
Exercice 3.22. Soit f : N> — N définie pour tout (n,m) € N? par f(n,m) = mn. Soit
g : N — N2 définie pour tout n € N par g(n) = (n, (n +1)2).

f est-elle injective 7 f est-elle surjective ? g est-elle injective ? g est-elle surjective ?

Exercice 3.23. On considére les applications f et g définies par

) g: N — N
;N N et {0 sin=0
n — n—+1 n — .
n—1 sinon.

Etudier Iinjectivité et la surjectivité de f et g.

Exercice 3.24. 1. Trouver une bijection de N dans ’ensemble des nombres entiers
naturels pairs.

2. Trouver une bijection de N dans Z.
Exercice 3.25. On considére les applications f et g définies par

f: R — R ot g: R — R?
(zy) > wy x> (z27)
Déterminer les applications f o g et g o f. Le applications f, g, f o g et g o f sont-elles
injectives 7 surjectives 7 bijectives ?

Exercice 3.26. On considére un entier n > 2, et un réseau de n ordinateurs. Chaque
ordinateur est relié a aucun, un ou plusieurs autres ordinateurs du réseau. On considere
que cette relation est symétrique : si un ordinateur A est relié & un ordinateur B, alors B
est relié a A. Par contre, A n’est pas relié a lui-méme.

Démontrer qu’il existe deux ordinateurs dans le réseau qui ont le méme nombre de
connexions (qui sont reliés au méme nombre d’ordinateurs).
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Exercice 3.27. E = {0;1;2;3;4;5;6;7}, F' = {0;1;2;3}. f est 'application de E dans
F, qui a tout élément de F, associe son reste dans la division euclidienne par 3.

1. f est-elle injective ? surjective ?
2. Soit A = {1;3;4}, déterminer f~! (f(A)). Est-ce que f~!(f(A)) = A?
3. Soit B = {2;3}, déterminer f (f~'(B)). Est-ce que f (f~'(B)) = B?
Exercice 3.28. E = {0;1;2;3;4;5;6}. On définit les applications f et g de E dans E de
la fagon suivante :
o Vz € E, f(x) est le reste de la division euclidienne de 3z + 2 par 7.
o Vz € E | g(x) est le reste de la division euclidienne de 4z + 2 par 7.

1. Remplir le tableau :

T 0123|4516
f(z)
9(x)

go f(x)
2. Expliquer pourquoi on peut définir les applications réciproques de f, de g et de go f.
3. Que vaut (go f)71(6)? Calculer f~! o g~1(6). Le résultat était-il prévisible ?

Exercice 3.29. Pour s’échanger des messages codés, Alice et Bob utilisent leur clavier
téléphonique. Le chiffre 2 sert a coder les lettres A, B, C; le chiffre 3 sert a coder les lettres

D, E, F, etc.
1. Quel nombre Alice va-t-elle envoyer a Bob pour lui dire BRAVO ?
. Bob est-il stir de comprendre ?

2
3. Quelle propriété de I'application : lettre — chiffre n’est pas respectée, qui permettrait
de décoder le message de facon certaine ?

4. Proposer une adaptation de la méthode permettant d’avoir un décodage unique.

Exercice 3.30. 1. Pour un certain type de codage, on a besoin de coder les lettres
A, B, C, D. On commence par attribuer un nombre & chaque lettre : A= 0, B= 1,
C= 2, D= 3. Puis on multiplie par 2 le nombre et on ajoute 3. On cherche ensuite
le reste de la division euclidienne par 4. A ce reste correspond alors une lettre qui
est la lettre cryptée. Comment seront cryptées les lettres A, B, C, D? Ce type de
codage est-il acceptable 7
2. La méthode précédente n’étant pas satisfaisante, on décide de modifier le procédé.
On multiplie par 3 le nombre et on ajoute 2. Et on cherche encore le reste de la
division euclidienne par 4. Vérifier que 'on a un codage bijectif.



