Chapitre 11

Probabilités 1

11.1 Notions de base

11.1.1 Notion d’événement

Nous allons apprendre le vocabulaire des probabilités a partir de deux exemples :
— exemple 1 : on lance un dé cubique ordinaire et on note le numéro de la face
supérieure.
— exemple 2 : on extrait simultanément deux cartes d’un jeu de 32 cartes et on note
les cartes tirées.

Pour chacune de ces deux épreuves, le résultat est imprévisible : on dit que ce sont des
expériences aléatoires. L’univers est I’ensemble de tous les résultats possibles. On le
note ) (omega).

ex 1 : Q est Pensemble des 6 faces : Q = {1,2,3,4,5,6}

ex 2 : Q) est 'ensemble des paires de deux cartes

Un événement est une partie de I'univers (c’est ce qui peut arriver lors de I'expérience).

ex1: A={5,6} est un événement.
ex 1: B={1,3,5} est ’événement :« obtenir un nombre impair >.

ex 2 : C = {(as de pique,as de coeur),(dame de pique,roi de trefle)} est un
événement.

Un événement élémentaire est un événement possédant un seul élément.

ex 1 : {1} (< obtenir 1 ») et {4} sont des événements élémentaires.
ex 2 : { as de pique,as de coeur} est un événement élémentaire.

11.1.2 Calcul des probabilités
Probabilité d’un événement

Soit €2 un univers fini.

A chaque événement E (partie de €2), on associe un certain nombre : plus la possibilité
de réalisation de F est grande, plus ce nombre est grand. On I'appelle la probabilité
de I’événement E (notée P(E)). Q est un événement particulier : il est toujours réalisé.

C’est ’événement certain. On dira que sa probabilité est égale a 1 :
PQ)=1

ex 1 : La probabilité de I’événement {1,2,3,4,5,6} est ... : on est assuré

d’obtenir une des 6 faces. 108
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L’événement impossible n’est jamais réalisé (exemple : obtenir 7 avec un dé a 6 faces).
On le note () et sa probabilité est nulle :

Ainsi, pour tout événement E de 2 :

Définition 16. La probabilité d’'un événement E est la somme des probabilités des
événements élémentaires qui le constituent.

ex 1: F={1,3}
On sait bien que 'on a 2 chances

2
Donc P(FE) = 6 C’est ce que nous dit la définition : la probabilité de E est la

somme des probabilités des événements {1} (< obtenir 1 >) et {3} (< obtenir
3>):

I sur 6 d’obtenir les faces 1 ou 3 avec le dé.

P(E)=P({1})+P({3}) =...
Remarque : on a bien dans I'exemple 1 : P(Q) =t + 3+t +:+2+¢=1

Exercice 11.1. On tire une carte d’un jeu de 32 cartes. Quelle est la probabilité des
événements suivants 7 A : < obtenir un as >; B : « obtenir un carreau »; C : « obtenir
I’as de coeur >.

Exercice 11.2. Un magazine de mode comporte 128 pages réparties ainsi : deux cin-
quiemes des pages sont consacrées a des articles d’information, un huitieme a des photos
de mode ; deux pages de sommaire ; 3 pages de jeux; le reste pour les publicités. On ouvre
une page au hasard. Quelle est la probabilité de tomber sur une page de publicité ?

Exercice 11.3. On suppose que lorsque qu’une femme attend un enfant, il est équiprobable
d’avoir un garcon ou une fille. Quelle est la probabilité d’avoir deux garcons ? Quelle est
la probabilité d’avoir une fille en second ?

Exercice 11.4. Evaluer le nombre de personnes nées un 29 février. On suppose que le
pays compte 64 millions d’habitants.

Exercice 11.5. Dans un QCM, on propose pour chaque questions trois réponses dont une
seule est correcte. Yann répond au hasard a toutes les questions. Quelle est la probabilité
qu’il réponde juste aux trois premieres questions ? A partir de combien de questions la
probabilité qu’il réponde tout juste tombe-t-elle en dessous de 1 millieme ?

Réunion et intersection d’événements

Soient A et B deux événements de (2.
On note AU B la réunion des événements A et B (on lit < A union B ).
AU B contient tout ce qu’il y a dans A et tout ce qu’il y a dans B.

exl : si A={1;3} et B = {4}, alors la réunion AU B =

AU B est I’événement < A ou B > : il est réalisé si 'un au moins des deux événements est
réalisé. On note A N B l'intersection des événements A et B.

AN B contient tout ce qui est commun a A et a B.
exl :si A=1{1;2;3} et B={2;4;6}, ANB =
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BN

AUB ANB

AN B est 'événement <« A et B > : il est réalisé si les deux événements sont réalisés
simultanément.

On dit que A et B sont disjoints ou incompatibles s’ils n’ont aucun élément en commun,
c’est-a -dire si leur intersection est vide.

exl : A= {1;3} et B = {5} sont disjoints : ils ne peuvent pas se produire en
méme temps.
Evénement contraire

L’événement contraire d’un événement A de €2 est constitué des éléments de {2 n’apparte-
nant pas & A. On le note A (on lit < A barre >, ou < non A >).

ex1 : Si A = {1;3}, le contraire de A est A = : il contient tout ce qui
n’est pas dans A.

Exercice 11.6. On lance notre dé cubique. On considere les événements A = {1;2} et
B = {1;3;5}. Calculer la probabilité des événements : A, B, A, B, AUB, AN B, AU B,
ANB.

Quelques formules utiles
Cas d’événements disjoints (ou incompatibles)

Théoréme 2. Pour deux événements disjoints A et B,
P(AuB)=P(A)+ P(B)

exl : A={1;3} et B = {5} sont disjoints.
P(AUuB)=P(A)+ P(B) =

Application : A et A sont disjoints donc

P(A)+ P(A)=P(AUA)=P(Q) =1

ex 1 : A=< obtenir un nombre pair > = {2,4,6}
A=1{135)
P(A)=1-P(A)=1-05=0,5.

Exercice 11.7. Soient 1000 billets de loterie. Un des billets gagne 5000€. treize billets
gagnent 500€ chacun. Considérons les événements : A : < gagner au moins 500€ >; B :

< gagner 500€ exactement »; C : < gagner 5000€ exactement >. Quel est le lien entre
A, B et C? Calculer P(A).

1. étymologie :
< hasard > vient du mot arabe azzahr signifiant jeu de dé.
< chance > vient du vieux francgais chéance qui indique la facon dont le dé a chu.
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Exercice 11.8. Un dé cubique est truqué : la probabilité qu’il tombe sur la face 1 est 0,1.
Meéme chose pour les faces 2 et 3. Les probabilités de sortir un 4, un 5 et un 6 sont égales.
A quoi sont-elles égales ?

Exercice 11.9. On tire une carte d’un jeu de 52 cartes bien battu. Quelle est la probabilité
d’obtenir un pique ? Quelle est la probabilité d’obtenir un as? Quelle est la probabilité
d’obtenir as ou un pique ?

Cas général
Q=1{123456}; A={123}; B={34}
A et B ne sont pas disjoints.

P(A) = % ot P(B) = %

4
P(AUB) = g on n’a pas P(AUB) = P(A) + P(B),(la probabilité P({3}) a
été comptée deux fois), mais P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B).

Théoreme 3. A et B étant deux événements de (2,

|P(AUB) = P(A) + P(B) - P(AN B)]

Exercice 11.10. On prend au hasard une lettre de l'alphabet. On considere les
événements :

A : < obtenir une lettre du mot CANDEUR »; B : < obtenir une lettre du mot
LAURENT »; C : < obtenir une lettre du mot VENT .

Déterminer les probabilités suivantes : P(A), P(B), P(C), P(ANB), P(BNC), P(AN
C), P(AUB), P(AUC), P(BUC) et P(ANC).

11.1.3 Cas particulier : équiprobabilité
L’équiprobabilité correspond au cas ou tous les événements élémentaires ont la méme
probabilité.

Exemple : on tire au hasard une carte d’un jeu de 32 cartes. Les 32 événements

élémentaires ont tous la méme probabilité : %

Dans le cas de I’équiprobabilité, la probabilité d’'un événement A est donnée par :

P(A) = nombre de cas favorables  nombre d’éléments de A
~ nombre de cas possibles  nombre d’éléments de Q
Exemple : la probabilité d’obtenir un as est : . Celle d’obtenir un roi ou une

dame est
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Exercice 11.11. Un sac contient 100 jetons de formes et de couleurs différentes. 50 sont
ronds. 30 sont verts. 20 sont ronds et verts. Quelle est la probabilité de sortir un jeton qui
soit : rond sans étre vert ? vert sans étre rond ? ni rond, ni vert ?

Exercice 11.12. Une urne contient 20 boules. Deux sont rouges et portent le numéro 0.
Six sont rouges et portent le numéro 1. Trois sont vertes et portent le numéro 0. Neuf sont
vertes et portent le numéro 1. On tire une boule de 'urne.

R est I’événement : < La boule tirée est rouge >, V est I’événement : < La boule tirée
est verte >, N est I’événement : < La boule tirée est marquée 1 >. Calculer la probabilité
des événements suivants : R, N, RONN, RUN, RNV, RUV, R, N, RUN, V UN.

Exercice 11.13. Somme de deux dés. On jette deux dés a 6 faces et on note la somme
des points obtenus. Quelle est la probabilité d’obtenir une somme de 77

Exercice 11.14. Le self de la cantine propose le menu suivant :

3 entrées au choix : carottes, tomates, jambon.

4 plats au choix : oeufs, steak, mouton, canard.

2 desserts au choix : fromage, tarte.

a) Combien de repas différents peut-on composer en choisissant une entrée, un plat et
un dessert ?

b) Un éleve distrait choisit au hasard une entrée, un plat et un dessert. Quelle est la
probabilité pour qu’il choisisse un repas sans viande ?

Exercice 11.15. Tiercé. Une course met aux prises 7 chevaux.
a/ Combien de chevaux peut-on placer en position 17
b/ un cheval étant choisi pour la position 1, combien peut-on en placer en position 27
¢/ Donner le nombre de tiercés possibles avec 7 chevaux au départ
d/ Un joueur désire jouer tous les tiercés possibles. Chaque tiercé cotite 6€. Rentrera-
t-il dans ses frais si le tiercé gagnant rapporte 500 €dans 'ordre et 120€dans le désordre ?

Exercice 11.16. Marie veut payer son livre qui cotite 3 euros. Elle a dans son porte-
monnaie cing pieces : 1 €, 1 €, 2 €, 0,5 €, 5 €. Elle prend au hasard deux pieces. Quelle
est la probabilité pour que Marie puisse payer son livre avec ces deux pieces ?

Exercice 11.17. Un démarcheur a domicile vend des logiciels. Sa commission sur la vente
d’un logiciel est de 300 €. Ses frais de déplacement sont de 360 € par jour. Le nombre
de logiciels vendus au cours d’'une journée peut prendre les valeurs suivantes avec les
probabilités correspondantes :

Nombre de logiciels vendus | 0 1 2 3 4 5
Probabilité 0,110,105 02502/ 0,2

Quelle est la probabilité pour ce démarcheur :
a) d’obtenir un déficit a la fin de la journée ?
b) d’obtenir un gain d’au moins 800 € a la fin de la journée ?

Exercice 11.18. Dans un groupe de quatre personnes prises au hasard, quelle est la
probabilité qu’au moins deux d’entre elles fétent leur anniversaire le méme mois? On
suppose que, pour chaque personne, tous les mois d’anniversaire sont équiprobables.

Exercice 11.19. On lance un dé équilibré a six faces. Quelle est la probabilité de ne pas
obtenir deux faces identiques 7

Exercice 11.20. Une étude montre qu’'un adolescent sur trois possede une télévision dans
sa chambre et un sur cinqg un ordinateur. 60% des adolescents n’ont ni 'un ni ’autre dans
leur chambre. Un adolescent étant choisi au hasard, quelle est la probabilité qu’il ait a la
fois une télévision et un ordinateur dans sa chambre ?
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11.2 Conditionnement et indépendance

11.2.1 Définition d’une probabilité conditionnelle
On se place dans un univers {2 muni d’une loi de probabilité p.

Définition 17. A et H sont des événements de 2. La probabilité de A sachant H est :

Puld) = L5

Remarque 1. Pp(A) est souvent noté P(A/H).
Remarque 2. Conséquence de la définition : P(ANH) = P(H) x Py(A)

Exemple : une classe de 32 éleves est composée de 12 garcons et 20 filles. Les trois-
quarts des filles font de I'anglais en LV1, les autres filles font de l'allemand en LV1. La
moitié des garcons fait de 'anglais, 'autre de 'allemand. On choisit un éleve au hasard
dans cette classe et on note A I'événement « l'éleve fait de 'anglais >, D 1’événement
< Péleve fait de l'allemand > (en LV1 toujours), F' I'événement < ’éleve est une fille > et
G V'événement < I’éleve est un garcon .

On peut représenter la situation a l'aide d’un tableau :

A | D || total

F
G

[total | [ [ |

On peut ici calculer Pp(A) de deux manieres :
— avec la définition :

P(FNA
— directement :
Pr(A) =
De méme, P4(G) = et Pp(F) =

11.3 Arbre pondéré

¥ _
H 7
Py (4) > (A) Pg(A) > (4)
- » N
N 7 N
A A A A

Au départ de chaque noeud, la somme des probabilités vaut 1 :

PH)+PH)=1 et  Pu(A)+Pu(4)=1

Pour calculer P(A), on voit que deux chemins menent & A : HN A et HN A.
Comme A= (HNA)U(HNA) et que les deux événements réunis sont disjoints :

P(A)=P(HNA)+P(HNA)
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En utilisant les probabilités conditionnelles :

P(A) = P(H) x Py(A) + P(H) x Px(A)

Ceci s’appelle la formule des probabilités totales.

Il sera tres pratique d’utiliser ’arbre pondéré : la probabilité d’un chemin est le produit
des probabilités rencontrées. La probabilité de A est la somme des probabilités des deux
chemins menant a A.

Exemple : Soient trois urnes identiques, la premiere contenant deux boules blanches
et une noire, la seconde trois boules blanches et une noire et la troisieme deux boules
blanches et deux noires . On choisit au hasard une urne et on en tire une boule. Trouver
la probabilité de tirer une boule blanche.

I

P(H1) P(Hz) P(H3)
\

3
PN PN PN
PHl(A) PHl(i) /PHQ(A) PHQ(IQ /PH3(A) PHg(*Q\)
A A A A A
P(AﬂHl) P(AQHQ) P(AmHg)

Considérons les trois événements suivants : Hy : < on choisit la premiere urne > ; Hs :
< on choisit la deuxieme urne >»; Hs : < on choisit la troisieme urne >, et A : < tirage
d’une boule blanche >. Les hypotheses étant équiprobables :

P(Hy) = P(Hy) = P(H;) =

Les probabilités conditionnelles de A sous ces hypothéses sont respectivement :
Py, (A) = ;o Pry(A) = ;o Pay(A) =
La formule des probabilités totales donne :
P(A) =

Autre question : on sait que la boule tirée est blanche. Quelle est la probabilité qu’elle
vienne de 'urne 17

11.3.1 Evénements indépendants

Deux événements A et B sont dits indépendants si P(AN B) = P(A) x P(B).
Si deux événements A et B sont indépendants, alors il en est de méme pour A et B.

A
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Exercices sur les probabilités conditionnelles et ’indépendance

Exercice 11.21. L’univers est formé 1. (a) P(X)= %
de / 60. / resgltats possibles. / On. . a (b) P(X) %
schématisé ci-dessous ma  répartition o5
des résultats possibles au sein de cha- (c) P(Y) =5
cun des trois événements X, Y et Z. 2. (a) P(XNY)= %
S (b) P(XNY) =32
. | () P(XNY) =g
Lo | 3. (a) PYUZ)=23
| (b) P(2) =3
(c) PYNZ)=1
. 4. (a) Py(X) =&
_ 12
Pour chaque question, déterminer la (ou (b) Pz(Y) =5
les) proposition(s) exacte(s). (c) Pg(Y) =4

Exercice 11.22. Trois machines fabriquent des ampoules électriques dans les proportions
suivantes : 20% pour la machine A, 50% pour B, 30% pour C. Les fiabilités respectives
des machines A, B, C sont 0,9; 0,95 et 0,8 (autrement dit : la probabilité pour qu’'une
ampoule fabriquée par A soit bonne est 0,9 ...).

On achéte une ampoule ; elle est bonne. Quelle est la probabilité qu’elle ait été fabriquée

par A?

Exercice 11.23. Dans un restaurant, on a constaté que :
— 80% des clients prennent un café;
— 40% des clients prennent un dessert, dont les % prennent aussi un café.
1. On choisit un client du restaurant au hasard.
(a) Quelle est la probabilité qu’il prenne un dessert et un café ?
(b) Quelle est la probabilité qu’il ne prenne ni dessert ni café ?

2. On choisit un client qui a pris un café. Quelle est la probabilité qu’il n’ait pas pris
de dessert ?

3. Sachant qu’un client n’a pas pris de café, quelle est la probabilité qu’il n’ait pas pris
de dessert ?

Exercice 11.24. Une urne contient cinq boules indiscernables au toucher : trois bleues
et deux rouges. On tire au hasard, successivement et sans remise, deux boules de 'urne.
Calculer les probabilités que :

1. la seconde boule tirée soit bleue sachant que la premiere est rouge;
2. la seconde boule tirée soit rouge sachant que la premiere est bleue;
3. la premiere boule tirée soit bleue sachant que la seconde est rouge;
4

. la premiere boule tirée soit bleue sachant que les deux boules tirées sont de méme
couleur.

Exercice 11.25. Marius est un joueur de pétanque averti. Lorsqu’il < tire > sur une boule
pour la chasser du jeu, il la touche six fois sur dix lors du premier essai. S’il a échoué a
son premier essai, il recommence et réussit le second tir huit fois sur dix. Quelle est la
probabilité que Marius essuie un double échec ?
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Exercice 11.26. Dans la population d’une ville, on a relevé que, au cours des six derniers
mois :
— 25% des individus ne sont pas allés au cinéma.
— 50% des individus sont allés une seule fois au cinéma, et 70% d’entre eux ont vu
un film francais.
— 25% des individus sont allés deux fois ou plus au cinéma, et 80% d’entre eux ont
vu un film francais.
On interroge au hasard un individu dans la ville en question : quelle est la probabilité qu’il
ait vu un film francais au cours des six derniers mois ?

Exercice 11.27. A un carrefour doté d’un feu tricolore, on a remarqué que :
— 2% des véhicules s’arrétent au feu vert ;
— 65% des véhicules s’arrétent au feu orange (comme le code de la route le demande) ;
— 97% des véhicules s’arrétent au feu rouge.
On décide d’observer le comportement d’un véhicule se présentant au carrefour. On admet
que I’état du feu, a 'arrivée du véhicule, est aléatoire, et que la probabilité que le feu soit
vert est de 0,6, celle qu’il soit orange de 0,1 et celle qu’il soit rouge de 0,3.

1. Quelle est la probabilité que le véhicule observé s’arréte ?

2. Le véhicule est passé. Quelle est la probabilité qu’il 'ait fait au feu rouge ?

Exercice 11.28. Denis le jardinier entretient le jardin de René.

Denis : « Deux fois sur trois, si j’arrose le matin, il pleut le soir. >

René : < Oui, mais quand vous n’arrosez pas le matin, c’est-a -dire trois jours sur
quatre, il ne pleut pas le soir quatre fois sur cinq! >

Arnaud arrive un soir a 'improviste dans le jardin de René. Quelle est la probabilité
qu’il pleuve ?

Exercice 11.29. On lance successivement deux fois un dé cubique équilibré dont les faces
sont numérotées de 1 a 6. Etudier I'indépendance des événements suivants :

1. A: < 3 sort en premier » et B : < 5 sort en second >.
2. C': < 5 sort en premier » et D : <« 5 sort deux fois >.

3. E : <1 sort en premier > et F' : < 6 sort deux fois >.

Exercice 11.30. Dans une urne sont placés 100 jetons rouges, dont 50 portent le numéro
0 et 50 portent le numéro 1. On ajoute dans cette urne 30 jetons verts numérotés 0.
Combien de jetons verts numérotés 1 faut-il rajouter dans I'urne pour que les événements
A <« le jeton est rouge » et B < le jeton est numéroté 0 » soient indépendants lors d’un
tirage au hasard d’un jeton de cette urne ?

Exercice 11.31. On lance deux fois consécutivement un dé cubique équilibré. On
considere les événements :
— A : < la somme des numéros obtenus est paire >
— B : < le premier numéro obtenu est 6 >.
— (' : < le numéro obtenu au premier lancer est strictement supérieur a celui obtenu
au second lancer >.

1. Calculer les probabilités conditionnelles p4(B), pp(C) et pa(C).
2. Les événements A et B sont-ils indépendants? A et C? Bet C7?
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Exercice 11.32. Sondages et questions indiscretes. < Avez-vous déja volé dans un super-
marché? >

Lors d'un sondage posant cette question, la sincérité des réponses n’est pas garantie.
On peut procéder ainsi pour inciter les < sondés > a étre sinceres :

Soit 7 la proportion des gens ayant déja volé. On propose a une personne interrogée
une carte comportant deux affirmations contraires : (1) J’ai déja volé et (2) Je n’ai jamais
volé.

La personne choisit a 'aide d’une roulette la question a laquelle elle va répondre par
vrai ou faux.

L’enquéteur ne saura donc pas a quelle question elle a répondu.

Soit A la probabilité de répondre vrai. Montrer que A = mp+ (1 —m)(1—p). En déduire
7 en fonction de p et A en supposant que p # 0,5.

Note : Dans la pratique, on estime A en prenant la fréquence de réponses vrai au
sondage ; ’estimation de 7w qui en résulte est d’autant meilleure que p est voisin de 0 ou
de 1 (mais pas trop, pour ne pas éveiller les soupgons!).




