Chapitre 9

Suites numériques

9.1

Différents modes de génération de suites de nombres

Voici des suites de nombres :

suite A : 10;8;6;4;2;0;-2; ...
suite B : 16; 24; 36; 54; 81; 121,5; ...
suite C : 1;1;2;3;5;8;13;21; ...
suite D : 5;6; 8;12; ...

suite E : -10; -18; -24; -28; ...

Pour les décrire, on utilise une notation & base d’indices.
On note souvent ug le premier terme, u; le deuxieme, .. ..

Pour la suite A : ug = s UL = ;Ug = ;U3 = ;U = ;U5 = ;
ug =
Au lieu d’écrire : < Le premier terme de la suite A est 10 et on passe d’un terme
au suivant en enlevant 2 >, on écrira : La suite (u,) est définie par
ug =10 et wup41 =u, —2 pour tout entier naturel n
Pour la suite B : ug = ;UL = ; Ug = ;U3 = ;UL = ; U5 = ;
Ug =
Cette suite est définie par :
ug = 16 et pour tout entier natureln : u,11 =
La suite D est définie par
ug =95 et uUpy1 =2u, —4
La suite C (< de Fibonacci >) est définie par

up=1 w3 =1 etpourn>1:

Pour la E :

On peut générer une suite :

par une relation de récurrence : up+1 = f(uy)
a l'aide d’une fonction : u, = f(n)

— avec des phrases

Exercices : 9.1;9.2;9.3;9.4;9.5;9.6; 9.7; 9.8, 9.9; 9.10; 9.17
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9.2 Sens de variation d’une suite

Définition 13. (u,) désigne une suite de nombres.

(up) est dite croissante si, pour tout n de N, up41 = up.

(uy) est dite décroissante si, pour tout n de N, u, 1 < up.

(up) est dite constante si, pour tout n de N, up4+1 = up.

(quand les inégalités sont strictes, les suites sont dites strictement croissantes ou
décroissantes).

Exemples : la suite A semble décroissante, les suites B, C et D semblent croissantes.
La E semble décroissante mais ne ’est pas.

9.2.1 Supplément

Pour déterminer les variations d’une suite on peut :
— comparer directement u,11 et wu, (pour tout n). Souvent on étudie le signe de

Un+1 — Unp.
— utiliser les variations de f quand la suite est de terme général u,, = f(n). Si f croit,
alors la suite croit aussi. Si f décroit, la suite aussi.
Exemple : soit la suite E, notée (uy,), définie pour n entier par
up = (1 +n)(n — 10).
— lére méthode : pour tout n,

Up41 — Unp =

Ceci est positif strictement dés que n > 4 donc la suite croit strictement & partir
du rang 5.
— 2eéme méthode : la fonction f définie sur R par

f(z) = (1 +z)(x—10) = 2% — 9z — 10

admet pour dérivée : f'(x) = . f(x) est strictement positif pour
Donc f croit sur et la suite aussi (& partir du rang 5).
Vocabulaire :

— Une suite (up)ner est dite minorée s’il existe un réel m tel que pour tout n de I :
Up = M.

— Une suite (uy)ner est dite majorée s’il existe un réel M tel que pour tout n de [ :
Up < M.

— Une suite (up)ner est dite bornée si elle est a la fois minorée et majorée.

— Une suite (un)ner est dite périodique s’il existe un entier naturel non nul 7' tel
que pour tout nde I : n+T €I et uptr = Up.

Exemples
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9.3 Suites arithmétiques

9.3.1 Définition

Définition 14. Une suite de nombres est arithmétique si chaque terme s’obtient en ajou-
tant un méme nombre au précédent :

Up4+1 = Up + a| pour tout n de N

uy est appelé terme de rang n et a est la raison de la suite.

“+a “+a +a +a +a
uQ (75} u9 us e Up —> Up+1

Exemples :

— Les entiers naturels forment une suite arithmétique de raison 1. Chaque terme se
déduit du précédent en ajoutant 1. Ils forment la suite définie par ug = 0 et pour
tout n >1: u, =

— Les entiers naturels pairs forment une suite de raison 2 : 0; 2; 4; 6; 8 .... Ils
forment la suite définie par ug = 0 et pour tout n : u, =

— La suite A est une suite arithmétique de raison :

Pour prouver qu’une suite est arithmétique, on calcule pour tout n la différence uy 1 —

Uy, ; ce doit étre une constante.

9.3.2 Terme général

Pour I'instant, on sait passer d’un terme au suivant. On connailt ug, puis on calcule uq
puis us puis . ... Dans la suite A, pour calculer uyqg, il faut calculer tous les précédents.
Il serait intéressant de savoir passer directement de ug a uigg.

U = U1 U2 us cee L U100

u100 =

Cas général

Appelons ug le premier terme d’une suite arithmétique de raison a. Ecrivons les termes
de cette suite :

U

U] = Ug +a

ug =uy +a=ug+a+a=1ug+ 2a

us =u2 +a =ug+2a+a=1ug+ 3a

Up, = Ug + Na
Pour calculer le terme de rang n :

Uy ——> U1 U2 ug cee > Un

9.3.3 Somme des n premiers entiers

On veut calculer S=1+2+3+---+n.
On écrit la somme dans les deux sens :

Ajoutons ces deux lignes :
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25 =
28 =
25 =
Donc
1
1+2—|—3+--'+n:n(n2+)

Par exemple, la somme des 100 premiers entiers est :

100(100 + 1) 100 x 101
2 a 2

142434+ ...4100 = = 5050

Pour calculer la somme de termes consécutifs d’une suite arithmétique, on utilise la
meéme ruse.

ler terme + dernier
somme de termes —
d’une suite arithmétique — nombre de termes X 92

Exemple :

1+ 5001
14345+ +5001 = 2501 x —20N

Exercices : 9.11; 9.12

9.4 Suites géométriques

Exemple : 5; 10; 20; 40; 80; ... est une suite de nombres ol I’'on passe d’un terme au
suivant en multipliant toujours par 2. Notons ug = 5; u; = 10; ue = 20.. ..

X2
X2
%9 X2 /\
N /_\\
,L[:O /L[:l 1 /LLIQ 1 1 1 /LLIS 1 1 1 1 1 1 1 /LLI4
5 1'0 T 2'0 T T T 4|0 T T T T T T T 8'0

On décrit la suite ainsi : (u,) est définie par

ug =5 et upy1 =2 Xwu, pour tout entier naturel n

9.4.1 Définition

Définition 15. Une suite de nombres est géométrique si chaque terme s’obtient en
multipliant le précédent par un méme nombre :

Upt1 = b X up

b est la raison de la suite.

Exemples
Exemple 1. La suite B est une suite géométrique de raison 1,5.

Exemple 2. Les premiers termes de la suite géométrique de raison 0,8 et de premier terme
10 sont : 10; 8; 6,4; 5,12
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X0,8 x0,8 &
?"3/\.“(.\@%1 . Uo
5,12 6,4 8 ' 10

Terme général

Appelons ug le premier terme d’une suite géométrique de raison b. Ecrivons les termes
de cette suite :

U

Uy = b x U

UQZbX’Lu:bX(bXUO):bQXUO

U3:b><uQ:b><(bz><uo):b3><u0

u, = b" X ug
Pour calculer le terme de rang n :

9.4.2 Calculde 1+b+b2+b3+bt+ - -+

S= 14+ b + vV + ¥ + ... + 1 4+ p
bxS= b + ¥ + ¥ + v* + ... + b 4+ i

On soustrait ces deux lignes :
S—bxS=14+b+b>4+b3+ -+ +0" —b—0>—b> — bt —- . —p" — T}
S—bxS=1-pt!

S(1—b)=1-p"+
Donc
l_bn+1
1-0

Cette formule permet de calculer la somme de termes consécutifs d’une suite géométrique :

Lhb+ b2+ b0+ b 4 0" =

_ : nombre de termes
somme de termes 1 — raison

d’une suite géométrique — premier terme X

1 — raison

Démonstration.
g + ugb + ugb? + ugb® + - - - 4+ uph™ = ug (1+b+52—|—b3+"'+bn)
On utilise alors la formule précédente. ]

Sens de variation d’une suite géométrique

Pour ug > 0, une suite géométrique de raison b > 1 croit strictement. Elle décroit
strictement quand 0 < b < 1.
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Représentation graphique de suites

La représentation graphique d’une suite arithmétique est formée de points alignés.
Normal : Iexpression de u, en fonction de n est celle d'une fonction affine (calculée
pour des valeurs entiéres)

Up = ug +na — f(n) =b+an

Exemples (figures 9.1 et 9.2) : la suite arithmétique de premier terme ug = —3 et de
raison ¢ = 2 a pour terme général u, = —3 4+ 2n. Les termes suivants sont u; = —1,
U2:1, U3:3, 'LL4:5.

— 36—
Lo

FIGURE 9.1 — Suite arithmétique u, = 2n — 3

48 — °
24 — °
12— [
61— °
30—
o | | | |
1 2 3 4

FIGURE 9.2 — Suite géométrique upy1 = 2up ; up = 3

9.4.3 Limite d’une suite géométrique
On retiendra :
Proposition 6. (u,) est une suite géométrique de premier terme uy > 0 et de raison b.

— sib>1alors lim wu, =+
n—-+o0o



CHAPITRE 9. SUITES NUMERIQUES 184

—si0<b<1lalors lim u, =0
n—-+00

Exemples

Exercices : 9.14; 9.15; 9.16
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Exercices sur les suites numériques (1)

Exercice 9.1. Déterminer les termes manquants dans les suites logiques suivantes, puis
donner 'expression de u,, en fonction de n.

n |0 123|456
Up | 1]-2]4]-8

nl o] 1] 21 3 [4][5]6
PO [ S B S I
n 10 100 1000 10000

Exercice 9.2. Déterminer les termes manquants dans les suites logiques suivantes, puis
donner I’expression de u,1 en fonction de wu,,.

n 0] 1
Up | O | —

2
5
4

| Uy
ool Uy

n 0| 1] 2 3 (4[5
un | 1] 1,1 | 1,11 | 1,111

Exercice 9.3. Dans chacun des cas suivants, exprimer u, en fonction de n.
(a) uy, est le n-ieme entier pair. (Le premier entier pair est 0).

(b)
(c)
(d)

Uy, est le n-iéme entier impair a partir de 7.
uy, est Uentier qui suit le n-ieme multiple de 10.
Unp,

vaut 1 si n est pair et -1 si n est impair.

Exercice 9.4. Dans chacun des cas suivants, écrire une relation de récurrence liant les
deux termes u, et u,y1, ou éventuellement les trois termes wuy,, upt1 €t Upta.

1. (u,) est une suite dont chaque terme, & partir du deuxiéme, vaut le triple du
précédent.

2. (un) est une suite dont chaque terme, & partir du troisieme, vaut la moyenne
arithmétique des deux qui le précedent.

3. u, est le nombre de segments que 'on peut construire avec n points distincts.

4. u, est le nombre de diagonales d’un polygone convexe a n sommets.

n
Exercice 9.5. Soit la suite définie, pour tout entier naturel n, par u, = —- Donner les

cinq premiers termes de la suite sous forme de fraction irréductible. Trouver une relation
liant wy, et tp41.

Exercice 9.6. Soit la suite (v,) définie, pour tout entier naturel n, par v, = n? +n +
1. Exprimer en fonction de n les termes suivants : vpy1, Un—1,V2,,U3,—1 €t la différence
Un+1 — Up.

Exercice 9.7. Soit la suite (u,) définie, pour tout entier n > 1, par

)
anl'

Up =14 (=1)"

Calculer uy, us, us. Exprimer en fonction de n les termes uo, et usni1. Vérifier que le

U —1
rapport Ll est indépendant de n.

n
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Exercice 9.8. Pour chacune des suites définies ci-dessous : donner les quatre premiers
termes ; écrire la relation liant u4 a wug, et celle liant w, & w,_1.

= up =1
a) {ZO ?i ;b) _ Un
n+l = Up + N Un+1 = on

Exercice 9.9. On considere la suite (X,,), définie pour tout entier naturel n par ses deux

premiers termes Xg = 2 et X1 = 3, et la relation X, 15 = 2X,, 11 + X,,. Calculer ses cinq
premiers termes.

Exercice 9.10. Montrer que la suite définie, pour tout entier naturel n, par u, = n2",
vérifie la relation de récurrence uy, 1o = 4(uptr1 — Up).
Exercice 9.11. Les suites suivantes sont arithmétiques.

1. Sachant que ug = 5 et u1g = 17, calculer la raison a.

2. Sachant que u7 = 2 et ug = 1, calculer uq3.

3. Sachant que w199 = 4 et a = 2, calculer us.

Exercice 9.12. Combien de tuyaux sont empilés sachant que la rangée a terre en compte
50 (figure 9.3) ?

FIGURE 9.3 — Les tuyaux

Exercice 9.13. Pour les suites géométriques suivantes, on donne :
1. ug =5, b = 3. Calculer u;s.
2. ug = 10, ug = 11. Calculer uyg.

3. ug = 5, uyp = 10. Calculer uog.

Exercice 9.14. Prouver que pour toute suite géométrique (uy,) :

Un41 = /UnUn4-2

Exercice 9.15. Une feuille de papier a un dixieme de millimetre d’épaisseur (0,1mm).

1. On plie la feuille en deux; on replie le morceau obtenu en deux. On effectue en tout
trente pliages. Quelle est 1’épaisseur de papier obtenue ?

2. Combien de fois faudrait-il plier la feuille pour obtenir la distance de la Terre a la
Lune (384 000 km) ?

Exercice 9.16. Ecrire un algorithme qui calcule la somme de termes pour une suite
arithmético-géométrique (ugp =5 et up1+1 = 3uy, — 4).
Exercice 9.17. La suite F peut étre générée de deux facons différentes :

1. up = (1 4+ n)(n — 10) pour tout n

2. Upy1 =Up — 8+ 2n et ug = —10

Montrer que les deux méthodes donnent la méme suite de nombres.
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Exercice 9.18. BTS SIO Métropole mai 2014.

La loi de Moore, énoncée en 1975 par Gordon Moore, co-fondateur de la société Intel,
prévoit que le nombre de transistors des micro-processeurs proposés a la vente au grand
public double tous les 2 ans. Les micro-processeurs fabriqués en 1975 comportaient 9 000
transistors.

Pour modéliser cette loi de Moore, on considere la suite (uy,) définie par ug = 9000 et
Up+1 = 2uy pour tout entier naturel n.

Un terme u, de cette suite correspond au nombre de transistors prévus par la loi de
Moore pour un micro-processeur fabriqué lors de ’année 1975 + 2n.

1. Calculer uq et ug puis interpréter ces nombres.

2. Quelle est la nature de la suite (uy,)?
Donner I'expression de u, en fonction de n.

3. Déterminer le nombre de transistors prévus par la loi de Moore pour un micro-
processeur fabriqué en 2001.

4. Selon ce modele, a partir de quelle année les micro-processeurs intégreront-ils plus
de 100 milliards de transistors ?

Exercice 9.19. BTS SIO Polynésie mai 2014.

Le renouvelement du parc informatique est échelonné sur 12 trimestres, pour un cout
total de 95500 €.

Le service comptable propose le financement suivant :

e pour le 1° trimestre, verser un montant de 6000 € ;

e chaque trimestre, le montant versé augmente de 5 % par rapport a celui du trimestre
précédent.

On note u, le montant, exprimé en euro, versé le n-iéme trimestre. On a donc u; =
6 000.

1. Vérifier que us = 6300 et calculer ug.
2. Montrer que la suite (u,) est une suite géométrique dont on donnera la raison.
3. (a) Exprimer u, en fonction de n.
(b) Calculer le montant versé au dernier trimestre, arrondi a 1’euro,
4. On rappelle que, pour une suite géométrique (U,,) de raison ¢ différente de 1 et de

premier terme U; on a la formule :

n

1—g¢q
1—q°

UO+U;+---+U,=U; x

Le financement prévu permet-il de renouveler le parc informatique ? Justifier.
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Exercice 9.20. a) Calculer la somme de tous les nombres entiers naturels se terminant
par 3 et inférieurs a 1000.

k=50
b) Calculer Z 2k,
k=1
i=20 on
c) Calculer S = Z u;, sachant que u,, = 3 pour tout entier n.
i=0
1 1 1 1
d lculer 14+ -4+ -4+ — 4+ -4+ ——.
) Calculer +3+9+27+ +59049

Exercice 9.21. Calculer le nombre total de
cannettes dans cette ceuvre d’art.

Indication : le dernier étage est un carré
de 23 cannettes de coté.

Exercice 9.22. Selon la légende, le jeu d’échecs fut inventé en Inde par un savant. Le roi,
séduit par ce nouveau loisir, le convoqua au palais :

- Ton jeu m’a redonné la joie de vivre! Je t’offre ce que tu désires!

Le sage ne voulait rien et ne dit mot. Le roi offensé s’énerva : <« Parle donc, insolent !
Tu as peur que je ne puisse exaucer tes souhaits 7 >

Le sage fut blessé par ce ton et décida de se venger : < J’accepte ton présent. Tu feras
déposer un grain de blé sur la premiere case de 1’échiquier. >

- Et c’est tout 7 Te moquerais-tu de moi ?

- Pas du tout, Sire. Vous ferez mettre ensuite 2 grains sur la deuxieme case, 4 sur la
troisieme, 8 sur la quatrieme et ainsi de suite...

Le roi s’énerva pour de bon : < Puisque tu honores si mal ma générosité, va-t-en! Ton
sac de blé te sera porté demain et ne me dérange plus! >

Le roi a-t-il eu raison d’accepter cette proposition ?

(informations : 1000 grains de blé pesent en moyenne 43 grammes' . La production
mondiale annuelle de blé est environ 740 millions de tonnes?.)

Exercice 9.23. Une? estimation grossiere des réserves totales de pétrole et de gaz sous
le plateau continental norvégien au début de 'année 1999 était de 13 milliards de tonnes
(ou équivalent pétrole). On a extrait cette année-la environ 250 millions de tonnes.

1. Dans I'hypothese ou l'extraction va se maintenir a ce niveau constant, quand les
réserves seront-elles épuisées ?

2. Si l'extraction est réduite de 2% chaque année a partir de début 1999, combien de
temps vont durer les réserves ?

1. source : http ://www.fao.org/wairdocs/x5163f/x5163f02.htm
2. source : http ://www.fao.org/worldfoodsituation/csdb/fr/, liens consultés le 11 octobre 2016
3. sydsaeter-2014, page 365



